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Le corps de base k est suppose algtbriquement clos et de caracteristique 
nulle. Pour la suite, soit g une algebre de Lie resoluble de dimension finie 
sur k et soit U son algebre enveloppante. Si f~ g*, on note i(f) l’ideal 
primitif de U associe afpar l’application de Dixmier [4, Chap. 61. Module 
signifie module A gauche. On note d et K les dimensions de 
Gelfand-Kirillov [IO] et de Krull [6] pour les modules $ gauche. Si A est 
uric k-aigebre, on note: s(A)=inf(d(M), M un A-module non nulf et: 
Cdim A = sup{ d(B), B une sous-algebre commutative de A }. Le symbole 
c signifie inclusion stricte. 
Ce travail comporte trois parties. Dans la premiere, on introduit la 
notion d’ideal primitif excellent. Dans la deuxieme, on montre que si M est 
un U-U bimodule qui est de type fini comme module ii gauche et comme 
module B droite, alors la dimension de Krull de M comme module a 
gauche est &gale a la dimension de Krull de .A# comme module ti droite. 
Dans la troisieme, on montre que si h4 est un U-module de type fini et 
d’annulateur Z(j), alors: 
2d(M) + dim g-dim g’, oh $= {xE9lff(Cx> d)=OI. 
1 
1.1 LEMME. Soient R et S deux k-aigt?bres. 
(i) On suppose R c S. Si M est un S-module, on a d( RM) =$ d( s M). 
Ceci entraine s(R) <s(S). 
(ii) Soit I un idPal de R. Si M est un (R/Q-module, alors M est de 
munihe naturelle un R-module, et on a: d(,M) = d(.,,M). Ceci entraine 
s(R) 4 s(RIO 
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(iii) On a s(R) = inf{d(M), M un R-module simple}. 
(iv) Soit M un (R, S)-bimodule qui est de type fini comme R-module a 
gauche et comme S-module a droite. Alors: d( RM) = d( Ms.. 
Preuve. Les parties (i), (ii) et (iii) sont faciles. La partie (iv) se trouve 
dans [ 10, Lemma 5.31. 
Soit P un ideal premier de U. Nous allons montrer que l’inegalite usuelle 
[ 10, Lemma 7.101: 
d(UIP)+KK(UIP)+s(UIP) (1) 
est en fait une Cgalite. Commencons par rappeler que l’ensemble E des 
semi-invariants de U/P est un semi-groupe commutatif [4, Chap. 41. 11 
verilie la condition de Ore, et le localise (U/P), est une algebre simple 
isomorphe a une algebre de McConnell &( V, 6, G) [12-141. D’apres 
[ 19, Corollaire 7.31, on a: 
d(&)=K(d)+s&). (2) 
1.2 LEMME. Posons A = U/P et d = ( ITJ/P)~. 
(i) Si M est un d-module, on a d( A M) = d(,,M). 
(ii) Si M est un A-module et si JL? = &’ OA M, alors 
4,~) d 4,M). 
(iii) d(d) = d(A). 
(iv) Si M est un A-module et si JZ = d Oa M, alors 
K( d JZ) < K( A M). En particulier: K(d) < (A). 
Preuve. Les parties (i), (ii) et (iii) se deduisent facilement de la preuve 
de [lo, 4.91. Cependant, dans le cas qui nous interesse, on a une 
demonstration plus simple. Soit W un sous-espace de dimension linie de &‘, 
avec 1 E W. I1 existe eE E tel que eWc A. Soit Vl’image de g+k. 1 dans A. 
Puisque e W est de dimension finie, il existe m E N tel que e W s V’, c.a.d. 
WC e--i Vm. Alors, puisque e E E, on a V” e -’ = e ’ V” et il en resulte 
Wee-” v”” pour tout nE N. 
Ceci entraine (ii), et en tenant compte de 1.1(i), on a aussi (i) et (iii). 
Pour dtmontrer (iv), il s&it de montrer que l’application qui associe a un 
sous-d-module JV de k? le sous-A-module JV” n M de M est strictement 
croissante. Pour cela, il suffit de remarquer que, d’apres la condition de 
Ore, on a: ~V=.zf(JfnM). 
1.3 PROPOSITION. Soient P c Q deux ideaux premiers de U. Alors: 
(i) d(U/P)-d(U/Q)=ht Q-ht P=ht(Q/P). 
(ii) K( UlP) - KC u/Q) 3 ht(Q/P). 
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Preuve. Rappelons que ht P dksigne la longuer maximale des chaines 
d’idkaux premiers de U contenus dans P. La premibre kgalitk de (i) est 
prouvte dans [ 17, ThCorkme 111.2.61, et aussi dans [ 10, Theorem 9.21. La 
seconde rtsulte du fait que U est cattnaire [ 11, Corollaire 4.4.11, ou [ 10, 
Theorem 9.71. 
Enfin, (ii) se trouve dans [6, Corollary 7.21. 
Soit P un idCal premier de U et soit M un (U/P)-module simple tel 
que d(M) = s( U/P). Soit Q = Ann “M. Si eE E( U/Q), alors eM et 
M’ = {m E M 1 em = 0) sont des sous-modules de M. Puisque M est simple, 
il vient eM = M et M’ = (0). On en dttduit que M est de man&e naturelle 
un (U/Q),-module. Posons A = U/Q et s4 = ( U/Q)E. D’aprks 1.2 (i) on a 
d(, M) = d( A M), et puisque d( A M) = s( U/P), il vient s(d) < s( U/P). Or 
d’aprks 1.1(i) et (ii), on a: s(d) + s( U/Q) + s( U/P). On obtient done: 
s(d) = s( U/Q) = s( U/P). (3) 
Alors, d’aprk (2), (3), 1.2(iv) et (l), on a: d(d) = K(&)+s(A)< 
K(A ) + s(A) < d(A). D’aprZs 1.2(iii) les termes extremes sont ttgaux, done 
les idgalitCs intermkdiaires ont des kga1itk.s. Done: 
4 u/Q I= K( u/Q) + s( u/Q 1. (4) 
D’aprks 1.3(iii), (ii) et (i), on a: K( U/P) - K( U/Q) & d( U/P) - d( U/Q). 
Alors (4) et (3) entrainent: K( U/P) +s(U/P) 3 d(U/P). En raison de (l), 
ceci prouve le: 
1.4 THBOR~~ME. Si P est un id&l premier de U, on a d(U/P) = 
K( U/P) + s( U/P). 
1.5 COROLLAIRE. Soit I un id&al de U tel que les idiaux premiers 
minimaux au dessus de I aient tous la mCme hauteur. Alors on a: 
d( U/I) = K( U/I) + s( U/I). 
Preuve. Soit 9 l’ensemble des idtaux premiers minimaux au dessus 
de I. D’aprk [lo, 5.71 et [6, 7.51, on a: 
d( U/Z) = Max(d( U/P), P E 9) et K(U/I)=Max(K(U/P), PEP}. 
Soit M un (U/Z)-module simple tel que d(M) = s( U/Z) et soit 
Q = Ann .M. Puisque Q est un idkal premier, il existe PO E 9 tel que 
ZE P, G Q. Rerkarquons que s( U/Q) < d(M) = s( U/I). Joint g 1.1 (ii), ceci 
entraine: s( U/I) = s( U/P,) = inf{s( U/P), P E 9’). 
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Puisque tous les elements de 9 ont la meme hauteur, 1.3(i) entraine: 
d( U/P) = d( U/P,) pour tout PE 9. 11 en resulte d( U/Z) = d( U/P,), et on 
deduit de 1.4 que: Max { K( U/P), P E S} = d( U/P,) - inf{ s( U/P), P E 9} = 
d( U/P,) - s( U/P,). On a done K( U/Z) = d( U/Z) - s( U/Z). 
1.6 Remarque. L’hypothese faite dans 1.5 est necessaire, comme le 
montre I’exemple suivant. Soit g I’algebre de Lie resoluble de base (x, y, z) 
avec [x, y] = z et z central. Soit P l’ideal de U engendre par z - 1, soit A4 
I’idtal d’augmentation et soit Z= P n M. On a d( U/Z) = 2, K( U/Z) = 1, et 
s( U/Z) = 0. 
1.7. DEFINITION. Soit P un ideal premier de U. On pose 
O( U/P) = inf{ d(M), M un ( U/P)-module lidele de type fini }. 
1.8. PROPOSITION. Soit P un idkal premier de U. Posons d = (U/P),. 
Alors @(U/P) = s(d). 
Preuve. Posons A = U/P. Montrons d’abord que O(A)=$s(d). Soit A4 
un d-module tel que d(M) = s(d) et soit N un sous-A-module de M, non 
nul et de type lini. Alors N est un A-module lidele, car sinon Ann ,., N con- 
tiendrait un semi-invariant non nul e, et ceci est impossible puisque e agit 
bijectivement sur M. 
Puisque N est fiddle et de type fini, alors O(A) < d( A N). D’autre part 
d( A N) =$ d( A M) et d( ,., M) = d( .& M) d’apres 1.2(i). Puisque d( ,d M) = s(.sB), 
on obtient O(A) < s(.d). 
Montrons maintenant que s(d)< O(A). Soit M un A-module lidele de 
type lini. Alors JH = &’ 0 A A4 est non nul. En effet, supposons JZY = (0). 
Soient m ,,..., m, des generateurs de M. Pour chaque in { l,..., r}, il existe 
e,E E(A) tel que eim, = 0. Alors, pour tout i, on a: e,(Am,) = (0). Puisque E 
est commutatif, on obtient (e, ... e,) M= (0). C’est absurde puisque M est 
fiddle. 
Puisque J%? est non nul, on a s(d)=$d(~,A), et d’apres 1.2(ii) on a 
d(,,Jf)<d(.M). On en deduit s(&)<@(A). 
1.9. PROPOSITION. Gardons les notations de 1.8. Les conditions suivantes 
sont Pquivalentes: 
(i) II existe un (U/P)-module simple M tel que d(M) = s( U/P). 
(ii) O( U/P) = s( U/P). 
(iii) s( U/P) = s(d). 
(iv) K( U/P) = K(d). 
(v) K( U/P) = Cdim( U/P). 
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Preuve. 11 est clair que (i) entraine (ii). L’equivalence de (ii), (iii) et (iv) 
resulte de 1.8, 1.4, 1.2(iii) et (2). L’tquivalence de (iv) et (v) resulte de 
l’tgalite: K(d) = Cdim(d) = Cdim( U/P) [ 18, Lemme 2.3 et Proposi- 
tion 3.31. Montrons que (ii) entraine (i). Soit M un (U/P)-module lidele de 
type fini tel que d(M) = @(U/P). Puisque @(U/P) = s( U/P), M est de 
longueur finie d’apres [ 10, Corollary 7.81. Soit alors M = M, 1 M, =) . . . 1 
M ,+ I = (0) une suite de sous-modules de M, avec chaque MJM,, , simple. 
Pour chaque i, soit Pi = AnnJMJM, + , ). On a (P, . . . PO) G P done, 
puisque P est premier, il existe LIZ {O,..., r} tel que Pj = P. Alors 
N = M,/M,+ , est un (U/P)-module lidele simple tel que d(N) = s( U/P). 
1.10. DEFINITION. Soit P un ideal premier de U vtrifiant Tune des con- 
ditions de 1.9. Remarquons que la condition (i) entraine que P est primitif. 
Nous pouvons done introduire la definition suivante: un ideal premier 
veriliant l’une des conditions de 1.9 sera appele un ideal primitif excellent 
(a gauche). 
1.11. Remarque. 11 est clair que tout ideal maximal est un ideal primitif 
excellent. La reciproque est vraie si 9 est ad-algebrique, mais est fausse en 
general. 
En effet, supposons que 9 est ad-algebrique. Alors pour tout U-module 
M de type lini on a l’intgalite: 2d(M) > d( U/Ann M) ([9], ou [ 10,9.11 I). 
Soit P un ideal primitif excellent. On a: 2s(U/P) = 20( U/P) 3 d( U/P). 
Soit Q un ideal maximal contenant P. D’apres [ 12, Theorem 6.11, ou 
[ 1, Satz 8.31, on sait que U/Q est isomorphe a une algebre A, 0 AL, 
ou A,, est l’algebre de Weyl de rang 12 et AL le localist de A, par 
rapport a x1,..., x,. I1 en resulte: 2s(U/Q) = 2(n +m) =d(U/Q). Alors 
s( U/Q) 3 s( U/P) entraine d( U/Q) 3 d( U/P), d’ou Q = P. 
Par contre, soit g l’algebre de Lie resoluble de base (x, y, z, t) avec 
[x, y] = z, z central, [x, t] = t, et [y, t] = 0. Soit P l’ideal engendre par 
I’ - 1. P n’est pas maximal mais est primitif excellent. En effet, U/P est 
isomorphe a une extension polynomiale tordue: U/P 2: (k[y, t])a[x], et on 
a (U/P)E~ (k[y, t, tr’])a[x]. En utilisant (2) et 1.4, il est facile de voir 
que K( ( U/P)E) = 2 = K( U/P). 
1.12. LEMME. Soit I un idial de U et soit A4 un (U/I)-module simple tel 
que d(M) = s( U/I). Soit Q = Ann ,,M. Alors O( U/Q) = s( U/I) et Q est un 
id&al primitif excellent. 
Preuve. Q est primitif done premier. Remarquons que: s( U/Q)< 
O( U/Q) =$ d(M) = s( U/I). Alors l.l(ii) entraine s( U/Q) = O( U/Q) = s( U/I), 
et ceci prouve les deux assertions du lemme. 
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1.13. PROPOSITION. Soit P un idbal premier de U. Si P n’est pas un id&al 
primitif excellent, alors il existe un id&al premier P’ tel que P’ I> P, 
d(U/P’)=d(U/P)-I, et K(U/P’)=K(U/P)-1. 
Preuve. Soit M un (U/P) - module simple tel que d(M) = s( U/P) et soit 
Q = Ann “M. D’apres 1.12, Q est primitif excellent done Q #P. Soit alors 
P’ un ideal premier de U tel que PC P’ E Q et ht(P’/P) = 1. D’apres 1.3(i) 
et (ii), on a: d(U/P)-d(U/P’) = 1. Puisque, d’apres 1.12 et l.l(ii), on a 
s( U/P) = s( U/P’), alors 1.4 entraine: K( U/P) - K( U/P’) = 1. 
Le corollaire suivant rtsulte immediatement de 1.12 et de 1.1 (ii): 
1.14. COROLLAIRE. Soit I un idbal de U. Alors 
s( U/I) = inf{ O( UJP), P idialpremier contenant Z} 
= inf{ O( U/P), P idkalprimitlycontenant I} 
= inf{ @( U/P), P idkal primitifexcellent contenant I}. 
Notons K’, d’, s’, 0’ les objets qui correspondent a K, d, s, 0 lorsqu’on 
s’interesse aux modules a droite. 
1.15. LEMME. Soit P un idPa premier de U et soit d = (U/P),. Alors 
d’(d = d(d), K’(d) = K(d), et s’(d) = s(a). 
Preuve. d(&)=d(d) resulte de l.l(iv). D’autre part, K(d) et s(d) 
sont calcules explicitement dans [ 17, Proposition 1.4.11 et [ 19, 
Proposition 7.21, et il est facile de voir que la methode utilisee s’applique 
aussi dans le cas des modules a droite. On en deduit: K’(d) = K(d) et 
s’(d) = s(d). 
1.16. Remarque. Si g est ad-algtbrique, alors .d est isomorphe a son 
opposee dopp; mais ceci est faux en general. 
En effet, supposons que g est ad-algtbrique. D’apres [ 12, 6.11 ou 
[ 1, 8.31, on sait que J&’ est isomorphe a une algebre A,(F) 0 AL(F), oli le 
corps F est le centre du corps des fractions de U/P. Soient alors 
x,, y, ,..., x,, y, (r = n + m) les gtntrateurs canoniques de JZ’. 11 est facile de 
voir que l’application qui change chaque x, en -xi et laisse fixes les yi se 
prolonge en un isomorphisme de F-algebres, de d sur #‘Pp. 
Par contre, soit g l’algebre de Lie resoluble de base (x, y, z, U, v) avec 
[x, y] =z, z central, [x, u] = U, [x, v] = 0= [y, 241, [u, v] =O, et 
[y, v] = cw, avec c( 4 Q. Soit P l’idtal de U engendre par z - 1. On a 
(U/P), = &’ = U,( V)#kG, ou V a pour base (x, y), 6 est definie par 
6(x, y) = 1, et G = ZU 0 Zv (voir [ 131 pour la definition de U,( V) # kG. 
Supposons qu’il existe un isomorphisme 4 de & sur dopp. Puisque, aux 
scalaires pres, les seuls elements inversibles de d sont les elements de G, on 
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a: 4(u) = Ju’V et 4(v) = ~upvy, avec A, p E k\(O). Alors les relations de 
commutations entre x, y et z4, v entrainent que d(x)=ax+ by + c et 
4(y) = a’x + b’y + c’, avec a, a’, 6, b’, c, c’E~. De plus on a: 
ma+nab= -1 =pa’+qab’, et pa+qcrb=O=ma’+nab’. On en deduit 
que D = (mq -pn) c( est non nul. Enfin, la relation [x, y] = 1 entraine: 
D = - 1. C‘est absurde puisque CI 4 Q. .d n’est done pas isomorphe a &‘opp. 
1.17. PROPOSITION. (i) Soit P un ideal premier de U. On a O’( U/P) = 
O( U/P). 
(ii) Soit I un ideal de U. On a s’( U/I) = s( U/I) et d’( U/Z) = d( U/I). 
(iii) Soit P un ideal premier de U. On a K’(U/P) = K(U/P). 
(iv) Soit I un ideal de U. On a K’( U/I) = K( U/I). 
(v) Soit P un ideal primitif excellent ci gauche. Alors P est excellent & 
droite. 
Preuve. La partie (i) resulte de 1.8 et 1.15. La premiere assertion de (ii) 
resulte de 1.14 et de (i), la seconde dtcoule de I.l(iv). 
La partie (iii) resulte de (ii) et de 1.4. Prouvons (iv). Soit 9 l’ensemble 
des idtaux premiers minimaux au dessus de I. D’apres [6,7.5], on a 
K( U/I) = Max{ K( U/P), PE Y}, et de m&me pour K’. On voit alors que (iv) 
resulte de (iii). Enfin, (v) resulte de (i), (ii), et de la caracterisation 1.9(ii). 
Remarque. Le resultat (iv) avait ete obtenu par une methode differente 
dans [7]. 
2 
2.1. LEMME Cl.5, Lemma 81. Soit A un anneau noetherien et soit x 
un element normul de A. Alors Pideal I = Ax = xA verifie la propriete 
dArtin-Rees [3, Chap. 111. 
2.2. NOTATIONS. Soient R, S deux k-algebres noetheriennes et soit M un 
(R, S)-bimodule de type fini de chaque cotk. Alors: 
(i) D’apres 1.1 (iv), on a d( RM) = d( M,). NOMS designerons ce nombre 
par d(M). 
(ii) Nous noterons K(M) (respectivement K’(M)) la dimension de 
Krull de M comme R-module & gauche (respectivement comme S-module ti 
droite). 
Les trois lemmes uivants proviennent de [2, Lemmas 2.2, 2.3 and 2.101. 
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2.3. LEMME. Soient R, S deux anneaux noetheriens et soit M un (R, S)- 
bimodule de type fini de chaque cot&. Alors il existe une suite 
(O)=M,cM,c ... c M, = M de sow-bimodules de M telle que, pour tout 
i de 1 k r, Ann,(M,/M,_ ,) et Ann,(MJM,- ,) sont des ideaux premiers. 
2.4. LEMME. Soient R, S deux k-algtbres noetheriennes et soit M un 
(R, S)-bimodule fiddle et de type fini de chaque tote. Alors: 
(i) I1 existe r E N tel que le (R, S)-bimodule N = MO ’ ‘. 0 M (r fac- 
teurs) contienne un sous-R-module a gauche isomorphe a R et un sous-S- 
module a droite isomorphe a S. De plus, avec les notations 2.2, on a: 
(ii) d(N) = d(M) = d(R) = d(S). 
(iii) K(N) = K(M) = K(R) et K(N) = K(M) = K(S). 
2.5. LEMME. Soit R un anneau noethtrien et soit I un ideal de R vertfiant 
la condition dArtin-Rees. Soit M un R-module a gauche de type fini. On 
suppose que M contient un sous-module isomorphe a R. Alors il existe n E N 
tel que R/I soit isomorphe a un sous-quotient de M/I”M, et on a 
K(R/I) = K(M/I”M). 
2.6. LEMME [S]. Soit A une k-algebre munie dune filtration (A,),?,, 
telle que le grad& associe est une k-algebre commutative noethbienne. Soit 
M un A-module de type fini. Alors Cdim( End A M) < K(M). 
2.7. TH~OR~ME. Soit M un U-bimodule de type fini de chaque c&e. On a: 
K(M)=K’(M). 
Preuve. Raisonnons par recurrence sur d(M). Si d(M) = 0, alors M est 
de dimension tinie done est artinien des deux cot&s. On peut done supposer 
le resultat demontre pour tout bimodule N tel que d(N) < d(M). En con- 
sidtrant une suite comme celle de 2.3, on se ramene au cas oti l-Ann M= P 
et r-Ann M= Q sont premiers. D’apres 2.4, on peut supposer que M con- 
tient un sous-module a gauche isomorphe a U/P et un sous-module a 
droite isomorphe B U/Q. 
D’apres 2.4(iii) et l.l7(iii), il suffit de montrer que K( U/P) = K( U/Q), et, 
puisque P et Q jouent des roles symetriques, il suftit de montrer que 
K(UIPI<KCulQ,. 
Premier cas: P est primittf excellent. Puisque M est un (U/P)-module 
tidele, U/P s’injecte dans l’anneau D des endomorphismes du (U/Q)- 
module a droite M. I1 en resulte Cdim(U/P) <Cdim(D), et d’apres 2.6, 
2.4(iii) et l.l7(iii), on obtient Cdim(U/P)< K( U/Q). Or, puisque P est 
primitif excellent, on a d’apres 1.9(v): Cdim( U/P) = K( U/P). On obtient 
done K( U/P) 4 K( U/Q). 
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Lkuxihe cas: P n’est pas pri~it~~~xc~l~ent. Alors, d’ap& 1.13, il existe 
un ideal premier P’ de tel U que P’ 3 P et: 
~(~/~)=~(~/P)-1. (5) 
Notons rTi= U/P et soit P’ l’image de P’ dans li7. Soit x un element de P’ 
dont I’image 2 dans i7 est un semi-invariant non nui, et soit I= Ux $ P. 
D’apres 2.1, T= XU= 02 vtrifie la proprittt d’Artin-Rees. Done, d’apres 
2.5, il existe n E N tel que: 
K(M/~M) = K( r;ilr) = K( U/I). (6) 
-- 
Notons N= ~/~~. Remarquons que K(u/I) < K( 0) et que -- - -r K( U/I) 3 K( U/P ) = K( U/P’). Jointes a (5) et (6), ces deux inegalites 
entrainent: 
-- 
K(~)=K(U/r)=K(~)- 1. (7) 
- -u Remarquons que d(N) $ d( U/Z ) < d( 8). Soit Q’ = r-Ann N. D’apres 2.4(ii), 
on a d(U~Q’)=d(~) et aussi d(U/Q)=d(~)=d(~). Alors d(N) <d(D) 
entraine Q’ # Q, d’oti: 
~(~)=K(U/Q’)<K(U/Q). (8) 
D’autre part, d(N) < d(M) entraine par hypothbe de recurrence que 
~(~) = R(N). Alors (7) et (8) donnent: 
K( UlP) - 1~ K( UIQ), d’oh K( UJP) < K( U/Q). 
Remargue. Le thtorkme 2.7 est une extension du thkorgme 3.6 de [2], 
oti g est supposee algtbrique, et la demonstration du second cas de 2.7 est 
identique a la preuve de ce theoreme 3.6. 
3 
Pour toute la suite, fixonsfE g*, et posons d = ( U/I(f))E. Notre but est 
de determiner la valeur de O( ~/~(~)) = s(d). 
Commencons par introduire quelques definitions. Soit c(g) le centre 
de g, soit r le groupe aigebrique adjoint de g et soit 8 = Lie IY Soit 
J(y) l’idtal de S(g) formk des fonctions polynomes nulles sur f *J: Nous 
noterons parfois I(f) = P et J(f) = Q. Posons F(P) = Fract( U/P) et 
L(Q) = Fract(S(g)/Q). Si x est un caractere rationnel de r et i un caractere 
de g, nous poserons 
F(P),= (tEF(P)ly*t=X(y)t VyEr} 
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et 
F(P),= WWI x.t=n(x) 2 VxEg}. 
On d&nit de m&me L(Q), et L(Q)l. Alors on a: 
3.1. LEMME [17, Lemme 11.3.81. (i) Soit x un caract&e rationnel de f. 
Alors dx est un caractPre de 6, et si I. dksigne le caract&-e de g dPduit de 
dXlad9, on a: F(P), = ~(P)j., L(Q), = L(Q),, et (Ker 2)/c(g) est isomorphe ci 
(ad d n Wr dx). 
(ii) Soit 2. E g*. Alors F(P),, # 0 kquiuaut d L(Q)j. # 0, et duns ce cas il 
existe un caract&e rationnel 1 de r tel que /z soit le prolongement ci g de 
dx lad R’ 
3.2. DEFINITION. D’apres 3.l(ii), on a: ~~~J7*IwL+(o))= 
{ 1,~ g* 1 L(Q), # (0)). Notons n cet ensemble et posons g,, = nj,,,, Ker 2. 
Remarquons que g,, est un ideal de g et que g,, 2 [g, g]. Soit r,, le plus 
petit sous-groupe algebrique de r tel que Lie f ,, 2 ad,g,, et soit 
E,=Lier,. 
3.3. DEFINITION. Soit X l’ensemble des caracteres rationnels x de r tels 
que F(P), # (0), soit r, = n,, X Ker x, et soit Cfi , = Lie f, . Remarquons 
ve 6=n,,, Ker dx. D’apres 3.1 (i) et (ii), on obtient que g,,/c(g) est 
isomorphe a ad g n 6,. 
3.4. LEMME. I-,, est un sous-groupe distingug de I-. 
Preuve. Fixons y E r et soit r:, = yr,, y ~ ’ l’image de r,, par int y. Alors 
0; = Lie r:, est l’image de 8, par d,(int y) = Ad y. Puisque g,, est un ideal 
de g, on a (Ad y)(ad g,,,) E ad g,. On en deduit 0; E (si,,, d’ou 0; = 8, et 
pn = T,d, puisque r, est connexe. 
3.5. LEMME. Posons P,, = Pn U(g,,), T= U(g,,)/P,. Alors 
(i) [ 1, Satz 6.1(a)] Le centre Z(T) de T est 6gal h son semi-centre 
(relativement ci gn ). 
(ii) On a: d( U/P) = d(T) + dim g-dim g,, 
Preuve de (ii). D’apres [l, Satz 6.1(b)], U/P est isomorphe a une exten- 
sion polynomiale tordue T[x,la, ... [x,la, oh (x, . ..x.) est un base d’un 
supplementaire de gn dans g. Le resultat decoule alors de [ 10, 3.51. 
I1 resulte de [ 19, Proposition 7.21, de [ 17, Propositions 111.3.2, 3.41, et 
de 3.5(ii), que: 
2s(,d) = dim r.f+ dim g - dim g,, - d(Fract Z(T)). (9) 
ALGljBREDE LIERkSOLUBLE 281 
D’apres 3.5(i) et d’aprts [ 17, Proposition 11.5.11, on obtient que 
Fract Z(T) est isomorphe au corps D, des r,,,-invariants de 
Fract(S(g,)/Q,). Alin d’&tre complets, nous allons donner une 
demonstration du resultat suivant, utilise dans [17]: 
3.6. PROPOSITION. On a: D, = L(Q)TA. 
Preuve. 11 est clair que D, E Z,(Q)TI’. Montrons l’autre inclusion. Soit 
#EL(Q)‘;‘. Pour tout xeg,,, on a: x. C$ = 0. Puisque gn est resoluble, on 
peut tcrire f$ sous la forme 4 = cfu ‘, ou u et u sont deux g,-semi-invariants 
de S(g)/Q, de poids 2 et - i. D’apres [ 1, Lemma 6.41, jb est la restriction a 
g,,, d’un poids de g dans S(g)/Q, done i est nulle sur g,,. Done u et v sont 
deja des g,-invariants. L’inclusion cherchte est alors consequence de la: 
3.7. PROPOSITION. On a (S(g)/Q)Rn = (S(g,)/Q,,)Rn. 
Preuve. 11 suflit de montrer que (S(g)/Q)“” c S(g,,)/Q,, . Pour cela, nous 
allons nous inspirer de la preuve de [S, 4.51. 
D’aprh [S, Theoreme 3.31, il existe un ouvert V de Y”(Q) = f .f; non 
vide et r-stable, tel que I-,, c r, pour tout h E V, ou rh designe le 
stabilisateur de h. Fixons h E V et soit I = hi,, 1. Puisque gn est un ideal de g, 
alors r et g operent aussi dans g:. On peut done delinir les stabilisateurs 
I-,,, r,, (c>(h) = Lie r,?, (g(1) = Lie r,, et g”, g’. Puisque h E V, on a r,, G r, , 
et d’apres [5, Lemme 4.31, on a aussi f,c f-,, d’ou 6(h) c G(1) c 8,. 
Puisque g” I> c(g), on en dtduit: 
n/7 c g’ 5 C-J,,. (10) 
Si F est un sous-espace de g, nous noterons F” son orthogonal dans g*. 
Alors (10) entraine: gz c (g”)” = g. h. Puisque g’= (x E g 1 x. h E gs} il on 
resulte g;l= g’ h. Alors (10) donne: 
g;cgn.h. (11) 
Puisque g’. h = g;, on a a fortiori: G(1). h = g;. Alors rl. h est ouvert dans 
h + 9;. Soit t E g;. Puisque g,, 2 [g, g], on a y. t = t pour tout y E r. I1 en 
resulte que r,. (h+ t)= t + f,. h est aussi ouvert dans h+g;. On en 
deduit: 
T,. h = h + g;. (12) 
Soit maintenant 4 E (S(g)/Q)“” et soit $ un representant de c++ dans S(g). 
Remarquons que, pour tout y E g, on a: (y .4)(h) = -d,$(y h). Soit 
(x, ,..., x,) une base d’un supplementaire de g,, dans g. Puisque g,, '4 = 0 et 
puisque g, h 2 g;, on obtient (8$/8x,)(h) = 0 pour tout i de 1 a r. 
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Puisque, pour tout h E V, on a h + g; E V, et puisque chaque all//ax, est 
nulle sur l’ouvert V de V(Q), on en deduit: $ E S(gn) + Q, d’ou 
4 E S(gn)/Q,. Ceci acheve la preuve de 3.7. 
Nous obtenons que Fract Z(T) est isomorphe a L(Q)‘“. En particulier, 
d(Fract Z(T)) = d(L(Q)‘“) = deg trkL(Q)rA [lo, Corollary 4.4(b)]. D’apres 
[ 16, Theorem 21, on a: deg tr,L( Q)r” = deg trkL(Q) - r,, oti r, est la 
dimension maximale des r,,-orbites dans V(Q). Enlin, on a: 
deg tr,L(Q) = dim r.f [17, 111.253. Alors (9) donne: 
2s(&) = dim g - dim g,, + r,. (13) 
3.8. LEMME. L’ensemble des h E V(Q) tels que dim r, h = r, est un 
ouvert r-stable W de Y(Q). 
Preuve. Soit h E V(Q). On a: dim r, h = dim Gj, - dim(B, n 6(h)). 
Soit B la forme bilineaire de Q, x g dans k, qui a (X, x) associe 
h(X. x) = - (X. h)(x), et soit M la matrice de B relativement a des bases 
de 8, et g. Remarquons que: rang M= dim 8, - dim(B,,, n B(h)) = 
dim r,, h. On en deduit que West un ouvert (non vide), et il est r-stable 
parce que r,, est distingue. 
Soit V l’ouvert de V(Q) introduit dans la preuve de 3.7. Puisque 
V(Q) = r.f est irreductible, les trois ouverts V, Wet r.f ont une intersec- 
tion non vide. Puisque V et W sont r-stables, on obtient alors: f E V n W. 
Alors (13) devient: 
2s(&) = dim g -dim g,, + dim 8, - dim(B,,, n G(f)). (14) 
3.9. TH~OR~~ME. On a: 2s(&) = dim g - dim g’. 
Preuve. On a: s(d)< (1/2)(dim g-dim g/) car le membre de droite 
est Cgal a la dimension de GelfanddKiriliov des modules induits U 0 U( D, k, 
ou p est une polarisation de g en f [4, Chap. 51. 
L’autre inegalite est equivalente a: 
dim 6, -dim((li, n O(f)) >dim gn -dim c(g) - (dim g’- dim c(g)). (15) 
Puisque f E V, on a: g’ G gn. I1 en resulte que (ad g)n 6, n S(f) est 
isomorphe a g’/c(g). Alors, en posant E = Q,, F= 6, n O(f) et G = ad g, 
on obtient que (15) est equivalente a: 
dim E-dim F+dim(EnG)-dim(FnG), ou encore 1: 
dim(E/E n G) 3 dim(F/Fn G). 
Or cette derniere inegalite est bien veritiee, puisque l’injection F+ E se 
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factorise en une injection (F/Fn G) + (E/En G). Ceci achkve la preuve de 
3.9. Alors, d’aprks 1.8, nous obtenons le: 
3.10. COROLLAIRE. Soit M un U-module de type fini dannulateur I(f). 
Alors 2d( M) 3 dim g - dim g ‘. 
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